Bekleme Hatti Teorisi

Siirekli Parametreli Markov Zincirleri

Tanm 1. { X,, t =0 }, durum uzay E = {0,1, ... olan surekli parametreli bir stre¢
olsun. Asagidaki 6zellik gecerli oldugunda bu strece surekli parametreli Markov zinciri
denir. Her bir

ve 0<t; <t, <<t <t veny,.. ,ng €E icgin

P(Xe =j/Xe, =Ny, Xe, =15 ) = P(Xe = j/Xe, = i) (1)
t >t icin

PX, =j/Xpu<t)=PX =j/Xy) (2)

Yukaridaki her iki esitligi de Markov 6zelligi denir. Bu tanima gére Markov sirecinin
herhangi bir t aninda durumu belli oldugunda bunun geg¢mis ve gelecegi birbirinden
bagimsizdir.

pij(t) = P(X¢yer = j/ X, = i) ifadesinin anlami t” aninda i durumunda olan siirecin
t +t' aninda j - durumunda olmasi olasihgidir. Ozel olarak t’ = 0 alindiginda

pij(t) =P(Xy, =j/Xo=1) (3)

{ X;, t = 0 } slreci homojen sure¢ olarak adlandirilir. (3) olasiligina i durumundan j

durumuna gegcis olasiligl denir. Bunlar asagidaki 6zellikleri saglar.
Vi,j€Eign

pi®) =PX.=)), pj©)=0, p;(©) =20, XZop;(t) =1
Kabul edelim ki,

0, i#j

p;;(0) =6;; ={ 1, i=]j. (4)

Varsayalim ki,



Dij (h) — Dij (0)
h

a; =p';(0) = lim

tirevleri mevcuttur. a; ’‘ye i durumunda kalma orani , a;;(i #j) ye Iise

i durumundan j durumuna gegis orani denir ve asagidaki 6zellikleri saglar.

A=

Qoo QAo1
Ao Qqq

2) i =j igin a; <0
3) Xizoa;; =0

Kolmogorov Denklemleri

t' >0 ve t =0 birbiriniizleyen iki zaman araligi olsun. Ayrica V i, k,j € E olsun

pij(t + 1) = Yer Pir (O)Dr; (t) (5)

Bu denklemin t”- e gore tlrevi alinip t'=0 yazilirsa,
pij (t) = Xker Pik(Op';;(0) = Xker Pir (D ay; (6)

Benzer olarak (5 ) denkleminin t ye e gore tirevi alinip t=0 yazilirsa,
p'ij(t") = Xker AirPi;(t) (7)

elde edilir. (6) ve (7) denklemlerine sirasiyla Kolmogorov'un ileriye ve geriye dogru
diferansiyel denklemleri denilir. (6) denkleminde baslangic durumu dikkate
alinmadiginda

p;'(t) = Yker Pr(t)ay; ) (8)

elde edilir.



Limit Dagilimu.

Surekli parametreli Markov zinciri indirgenemez ise t — oo icin gecis olasiliklari sabit
bir degere yaklasir. Bu sabit olasilik baslangi¢c durumuna bagli degildir. V; igin

lim p;; () = p;

Bu limit durumuna denge durumu (steady-state) denir. Elemanlari
pj , j=0,1,2,.. olan vektori P ile gésterelim. Buna gére

P= [po, Py, --- ] olur. P ye limit dagilimi ya da limit olasilik dagilimi denir. ( 3 ) ifadesinin
her iki yaninin t ye gore limitini alip

lim; e, p'ij(t) = Xplime,e puc(Oay;
Xk Prai; =0
elde edilir. Bu esitlik kuyruk modellerinin kurulmasinda temel bir ifadedir.
Dogum-Oliim Siireci

Tanim : Farz edelim { X;, t = 0 } surekli parametreli ve kesikli durum uzayh homojen
Markov surecidir. Bu sirecin gegis olasiliklari olan p;; asagidaki kosulu saglar. h — 0

icin

( Aih+ o) j=it1
) wh+ o cj=i—1

P =) = | 1= G+ mdh+o(h) ; j=i
o(h) D j=i+2i+3..

Bu durumda bu siirece dogum-6lim sireci denir. A;" ye dogum , Wi ‘ye 6lim
parametresi denir. Farz edelim

Jim p () = py

Burada p,(t) = P(X; = k) ve busirecin durumuzayi E ={0,1,...}ve k=
0,1,2,... degerlerini almaktadir. Bu siregle ilgili olarak asagidaki iki problem
ortaya cikabilir.

a. py (t) icin diferansiyel denklemin bulunmasi

b. p; olasiliklarinin hesaplanmasi.

Burada p,(t) ve pj ‘nin bulunmasi icin gecis oranlarinin hesaplanmasi gerekir.



Tanima gore,

, . Pii+1(h) = pii11(0)
Aii+1 =P i,i+1(0) = }zl—r}(l) S n S
pi,i+1(h)

= lim
h—0

A;h + o(R)
m ——————————————————————
h—-0 h

, _ Pii-1(h) —pii—1(0)
A1 =p';; ,(0) = }ll_r)r(l) L n L

— i Pii-1(h)
=\1m-———
h-0

. Mih+o(h)
mm-—————r——-—-
h—-0 h

= U

indislerin farkh oldugu durumlar bulundu. Simdi de ayni oldugu durumlari
incelendiginde.

Xipi(t) =1, 2ipi®)=0,

[0, t] araliginda surekli ve tirevlenebilir oldugundan O noktasinda da surekli ve
tirevlenebilir olacagindan Y ;p’;;(0) = ¥a;; =0

Hi /11
4 A X A N
| | | | |
l | | | |
i—2 i—1 [ i+1 i+ 2
it =aotapttag ot aat apt g tageet . =0
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i1+ Qi+ =W+ a;+ 4=0>a; =-(A4+ 1)

Buna gore :
A ; j=i+1
a;; = Hi ; J"=i__1
—( A+ W) ; =1
0 ; J=ix2,i+3, ..

tanimda baglangi¢ta 6lim olmadigindan x, =0 dir. a;; ler yardimiyla
p;'(t) = XZopi(t)ay;
denklemi agildiginda,

pj(t) = po(t)ag; + -+ pj_2(t)aj_o; + Pj_1(B)aj_1; + pj(O)a;; + Djr1(E) 11
+Dj42(D)ajyz5 +

pj(t) =pji_1(O)aj_y; +pj—1(ODaj_q; + pj(O)a;; + Pjr1 ()4

Yukaridaki denklem sistemi j’ye gore fark t’ye gore diferansiyel denklemlerdir. Bu

denklemin her iki tarafi icin denge durumu uygulanirsa,

}1_{{)10 P}(t) = gi_)rg[pj—l(t)aj—l,j +pj()a;; +pj+1(t)aj41]

= Pj-1%-1; T Pj%j T Pj+141
Sol taraf icin denge durumuna goére py(t) = py iken
p' () > pr,=0
olur. Buradan
0=pj_1j_1; + Pjq;j + Pj+1Gj+1,j
0=pj_1dj-1 — (4+u)pj + +Ujr1Dj41
j=0

elde edilir. j = 0 alindiginda,



0= —(do+uo)Po + +11p1
0= —2¢po + +i1P1
Bu fark denklem sistemi ¢ozildiginde
—Ap;i—uipj + Ai_1Pj—1 + —Ujs1Pjs1 =0
Wjr1Pjr1 — AP = Kipj + Aj_1Pjq

pisi=—" (j=01.)
Hj+1

/1j—1pj—1

D
] l"l]

_ AoDo
Uq

P1

olur. O halde;

p =il Ao
g Hj Hj-1 M °

P; = Gjpo

elde edilir yukaridaki denklemde her iki taraf j Uzerinden toplanirsa

co _ oo
j=0 Pj = Lj=00;Po

;3":0 p; = 1 oldugundan



Po = 1/2310 6;

Bu esitlik yukaridaki  p; de yerine yazilirsa
pj = 0;/%i%00;
olur. Burada iki durum s6z konusudur.

1- j?°=0 0; < oo ise seri yakinsaktir. Bu durumda  p;’ler bulunur (duragan dagilim

vardir).

2-¥ 7,06 = o ise seri iraksak ve  p; =1/ =0

pj = Uipo = 9]'/2}109]- =0,0=0
bu durumda duragan dagilim yoktur. Duragan dagilim olabilmesi icin,
p; =0 ve jeopj =1

olmasi gerekir.



KUYRUK SiISTEMLERI
Kuyruk Sistemlerinin Genel Yapisi

Kuyruk sistemleri tek kanalli, paralel ¢ok kanalli, fazli, tandem(ardisik), paralel ve
ardisik gibi olabilirler. Bir kuyruk sistemi asagidaki simgeyle ifade edilir

Kendal — Taha — Lee Simgesi

D. Kendal(1953) cok kanalli kuyruklarda gelis dagihimi, servis siliresi (ayrilis) dagilim ve
sistemde bulunan paralel kanal(servis) sayisini tanimlamak {zere bir notasyon
Onermistir. Daha sonra A. Lee(1966) servis disiplini ve sistemde bulunan maksimum
musteri sayisini eklemistir. H. A. Taha(1968) altinci bir karakteristik olan gelis
kaynagini simgelemeye katmistir. Bu simgeleme genel olarak soyledir:

(a/b/c):(d/e/f)
a : Gelisler arasi stirenin dagilim fonksiyonunu(giris akimini) gosterir.
b: Hizmet siresinin dagilim fonksiyonunu gosterir.
c : Kanal sayisi.
d : Hizmet disiplini.
e : Sistemde ( servis ve kuyrukta) izin verilen en cok misteri sayisi.
f: Gelis kaynagi bluyuklugu.

Bu simgelerin genis aciklamasi asagidaki gibidir. Paralel ¢ kanalli bir kuyruk
sisteminde miusterilerin sisteme (stipermarket, petrol istasyonu, hastane, banka v.b.)
gelis anlan  t;,t,, ..., t, olsun. t, n.mdusterinin sisteme gelis ani olmak lzere
U, =t, —t,_{’ler ardigik iki musteri arasindaki sureyi gostersin. t,’ler tesadufi
degisken oldugundan u,’ler de tesadifi degiskenlerdir. {u,,u,,..,u,} dizisine
musteri akimi (sisteme giris akimi) denir. uy, u,, ... ,u,’lerin bagimsiz ve ayni dagihma
sahip oldugu varsayilir. uy, u,, ... ,u,’ lerin dagihm fonksiyonunu P(u; < t) = A(t)
ile gosterelim. A(t) keyfi ya da belli bir olasilik fonksiyonu olabilir . A(t) keyfi
oldugunda giris akimina recurent akim ya da genel giris akimi denir ve GI ile
gosterilir.

En ¢ok kullanilan giris akimlari:

. 1—e ™, t>0
1) Eger A(t) ={ 06 ’ ; z 0

ise buna Poisson akimi denir. Bu akim M ile ifade edilir.
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2) u; = D ,her bir u; sabittir.

Bu tir akima Deterministik Girig Akimi denir ve bu akim D ile gosterilir.
3) u =n+n,+.+mn,
M1, 1ar bagimsizdir ve ayni Gstel dagihma sahiptir.
P(n, <t)=1-e*

Bu tir dagiima Erlang Akimi denir ve bu giris akimi E, ile gosterilir. A(t)’nin

verilmesiyle giris akimi belirlenir.

Hizmet slresi sisteme gelen her bir misteri belli bir zaman icinde hizmet aliyorsa
bu zamana hizmet siresi denir. Sistemin tam belli olabilmesi icin hizmet siiresinin
verilmesi gerekir. Bu stre genellikle bir tesadifi degiskendir.

&, i’nci musterinin hizmet suresini gostermek uzere , &,&,,...,&, ler bagimsiz

tesadifi degiskenler olup ayni dagilima sahiptirler. Hizmet siresinin dagihm
fonksiyonu P(& <t) = B(t)ile gosterilsin B(t) keyfi oldugunda hizmet suresi G ile

gosterilir.

. 1-e* 1>0
1) &’ler ustel dagilima uyarsa B(t) =
0 t<0
2) &'ler sabitse & =D
3) &’ler Erlang dagilimina uyarsa & =E, olur.

Hizmet Disiplini. Sisteme gelen miusteri belli bir kurala gore hizmet alacaktir. Bu
kurala hizmet disiplini denir. Cesitli hizmet disiplinleri kullanilmaktadir (Taha,
H.,A.,2000)

a) FIFO (ilk gelen ilk hizmeti alir)

b) LIFO (Son gelen hizmeti alir)

c¢) RANDOM (Tesadiifi olarak)

d) PRIORITY (Oncelikli)
¢ tane paralel kanaldan birkagi bos olabilir ve musteri bir tanesinde hizmet almaya
baslar ; yani kanallardan birinde yer alir. Eger kanallarin hepsi dolu ise bekleme hatti
vardir.(Bekleme hatti sonluda olabilir sonsuzda olabilir). Bu misteri, bekleme hattinin
sonunda yer alir. FIFO ‘da bekleme hattinin en 6nlinde yer alan ilk hizmeti alir ; LIFO
‘da bekleme hattinin Sonunda yer alan ilk hizmeti alir ; RANDOM ‘da ise tesadufi
olarak hizmet alir. PRIORITY de ise miusteri Oncelikli olarak hizmet alir(diger
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miusterilere gére hizmet almada onceliklidir).Bekleme hattinda ki misteri sonlu da
olabilir sonsuz da olabilir. Gelen musteri sistemde N ‘den fazla musteriyle karsilasirsa
hizmet almadan sistemi terk eder.

Sistemin Gostergeleri
N(t), t =0 ;t suresinde sisteme giren misteri sayisi

N, (t), t = 0 ; t siresinde kuyruktaki misteri sayisi

W, misterinin sistemde kalma siresi

W,, musterinin kuyrukta bekleme suresi,

E(N), sistemdeki ortalama musteri sayisi

E(W), misterinin sistemde ortalama bekleme suresi
E(Wq), miusterinin kuyrukta ortalama bekleme siiresi

Sistemin verileri yardimiyla gostergelerin hesabi kuyruk teorisinin temel problemidir.
ikinci problem ise optimizasyon problemidir.

M /M /1 Sistemi ve Analizi
Sistemin Tanimu.
Bu sistem (¢ elemanin verilmesiyle tanimlanir.

- Musterilerin sisteme gelis anlari (varig) anlari, bu anlar t;, t,, .. tesadifi
degiskenlerdir.

- Her bir misterinin hizmet sliresi 7y tesadifi degiskenidir ve bu degisken u
parametreli Gstel dagilima sahiptir.

- Hizmet sitemi bir tane hizmet verenden(kanaldan) olusmustur. Sistemin hizmet
disiplini FIFO dur. X(t), t aninda sistemde olan musteri sayisi olsun. O halde
{X(t), t>0} vedurumuzayl E = {0, 1, 2,...} olan bir stokastik stire¢ olacaktir.
Bu siire¢ P, (t) = P(X(t) = k) sistemde t aninda k tane musteri olmasi olasiligidir.

P, (t) olasiligini bulmak oldukga zordur. Fakat bu olasilik t = o igin p = % < 1 kosulu

altinda mevcuttur.
Sisteme ait Denklemlerin Elde Edilmesi

Once P,(t) olasihgl icin diferansiyel denklem kuralim. Bunun igin sistemin
t ve t + h anlarindaki durumlarini karsilastiralim.
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k-2 k-1 k k+1 k+2

h — 0 icin belli bir durumda iki ve daha fazla misteri sayisiyla farklanarak baska bir
duruma gegis olasiligi o(h) dir.

pu(W) =o(h),  li—kl=2
pr(t + h), t + h aninda sistemde k tane musteri olmasi olasiligi.

{N(t),t =0} t suresinde sisteme giren misteri sayisini gdsteriyor ve bu siireg
Poisson surecidir.

{M(t),t = 0} t siresinde sistemden ayrilan misteri sayisini gosteriyor ve bu siireg
de Poisson surecidir.

pi(t +h) =p(P(N(t) = 0)P(M(t) = 0)
+ D1 (OP(N () = DP(M(t) = 0)
+ D1 (OPN () = 0)P(M(E) = 1)
+ 222 Pe-iOPN() = DP(M(¢) = 0)
+ 222 Prri OPIN(E) = 0)P(M(L) = i)
pr(t +h) = p()(1 — Ah + o(R))(1 — ph + 0(h))
+ peea(8) (2h + 0(h)(1 — h + o(h)))
+ Prar (O (1 — Ak + o(h) (ph + 0(h)) + o(h)
h - 0 icin
P'i(t) = (A + wWpi () + Ap—1 () + ppse41 ()

Bu denklem k=0 igin,
p'o(t) = —Apo(t) + up,(t)

11



olur. Limit dagiliminin oldugunu varsayarsak, denklem sistemine  yukaridaki
varsayimlar uygulanirsa,

0=—-A+wpx + ADk-1 + UDk+1
0 = —Apy + up,

elde edilir. Bu denklem sistemi p = (A/ u) < 1 kosulu altinda ¢o6zillrse,

Prs1 =P po,  k=0,1,.. icin

elde edilir. Bu esitliginin her iki tarafi toplandiginda py, =1 —p bulunur.Yani
sistemde hi¢ musteri olmamasi olasihgl p, elde edilir. Ayrica sistemde herhangi bir
anda n- tane musteri olmasi olasiligl

P(N=n)= p, =p"p,. (23)
Performans Olgiileri
1. Sistemdeki Ortalama Miisteri Sayisi

Sistemde n tane misteri olmasi olasiigi B, = p™(1 — p) “dur.
P,: Sistemde hi¢ misteri olmamast olasiligt
E(N) = Yy-onh,
=Ym=onp" (1 —p) =p (A —p) L onp" ™

=p(1-p) [(1_1p)2] = =

Sistemde herhangi bir anda beklenen miusteri sayisi

2. Kuyrukta bekleyen Ortalama Miisteri Sayisi

E(N,) = Yx.onP(N, =n)
=Xn=onP(N=n+1) , B =p"(1-p)
= Yn=o P (1 - p)
=(1—=p)p*Tmonp™?

= (1-p) p? [(1_1p)2] = ﬁ

Veya

E(Ny) = Yoo nP(N=n+1) , n+ 1=k alinirsa =
Zlio=1(k —1)P(N =k)
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=Ykeok P(N =k) — Z?=1P(N = k)
p

= _1—p - p
bulunur.

3. Bir Miisterinin Sistemde Bekleme Siiresinin Ortalamasi

W : Bir mUsterinin sistemde bekleme stiresi
W,: Bir misterinin kuyrukta bekleme suresi

E(W)' bulabilmek igin 6nce W' nin yogunluk fonksiyonunu bulmaliyiz. Cinki W
surekli bir tesadifi degiskendir. f,,(x) , W’ nin yogunluk fonksiyonu olsun.

fw(x / N =n). Sistemde n tane misteri oldugu bilindigine gore bir misterinin
bekleme siiresi;

fule / A) = ’;V((jf))

W=Y1,+ Y2+ + YTl+ YTL+1 ~ tTl+1

tn+1 -inci sigrayis anlarinin dagilim fonksiyonu ile W nun dagilim fonksiyonu
benzerdir. Burada; Y{ + Y, + ... + Y., farkhdir, ancak dagilimlari aynidir ve Ustel
dagiimis tesadifi degiskenlerdir.

fulx /N=n)=f,  (x) = L ompx

sistemde n tane misterinin oldugu bilindigine goére (n+1). musterinin beklemesinin
olaslilik fonksiyonu toplam olasilik formuline gore-

n o—pux
fw(x) = Z?f:o% p"(1—=p)

n

- o ()" A"t
=pe ™ (1-p) Ty - 2
- o (A"
=pe™ (1-p) T’y
——
eAx

= (= A) e

(u— e W-x x>0

fw(x){ 0 . d.d.
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P(W >x) = fxoo f,(Wdu = f:’(# — 1) e~WMugy = o=k-A)x

EW)= ["P(W >x)dx = u_%

Bir misterinin sistemde bekleme siresi W = W, + i ise , bir misterinin kuyrukta

ortalama bekleme siiresi

11
EWe) = =71

iki Paralel Heterojen Kanalli Kuyruk Sisteminin Analiz

Farkli hizmet sirelerine sahip kuyruk sistemlerinde hizmet dagilimini gosteren
gostergenin Uzerine — isareti konulur. Ayni bigcimde gelisler arasi sireler farkl
oldugunda da bu gostergenin lzerine de — isareti konulur. Bu baglamda burada

verilecek model M /M /2/0 biciminde tanimlaniyor.

M/M/2/0 Sisteminin Tanimi

Bu kuyruk sistemi asagidaki gibi analiz ediliyor:

a) Sistemin girisine A parametreli Poisson akimi geliyor.
b) Her bir musterinin k. kanalda hizmet siiresi y; parametreli tstel dagilima
sahiptir.
c) Gelis aninda muisteri:
1. Kanallarin her ikisi bos ise a ve [ = 1 — «a olasiligi ile sirayla birinci
ve ikinci kanalda hizmet alir.
2. Yalniz bir kanal bos ise bu kanalda yer alir.
3. Her iki kanalda dolu ise hizmet almadan sistemden ayrilir.

Denklem Sistemi ve Coziimu

& ve 1 herhangi bir t- aninda sirasiyla birinci ve ikinci kanallarin durumlarini
gostersin. Bu durumda, {(&;,7.),t = 0} iki boyutlu strekli parametreli bir Markov
zinciridir. Bu zincirin durum uzayi da asagidaki gibidir.

E ={(0,0),(0,1),(1,0), (1,1)}.
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P;j(t) =Prob{&, =i, n,=j}, VY (i,j))EE

Burada P;;(t), t siresinde birinci kanalda i ikinci kanalda j tane miisteri olmasi
olasihgidir. Bu olasiliklar i¢in Kolmogorov diferansiyel denklemleri asagidaki gibi elde

edilir. {(&,n.), t = 0} sirecinin gegis olasiliklari, h — 0, iken (t,t + h) araligi igin
bulunacaktir. Soyle ki,

P';;(t) = Yer Puc (1) ay;.

P'oo(t) = —APyo(t) + py P1o(t) + ppPoq (£)

P'1o(t) = —(A+u1)P1o(t) + aAPyo(t) + ppPyq ()

P'o1(t) = —(A+uz) Py (t) + APy (t) + py Py (t)

P'11(t) = —(uy+uz) Py (t) + A(Pp1(t) + Pyp(2))
Ayrica P;;(t) limit olasiliklarinin asagidaki gibi mevcut oldugu varsayilirsa,
}1_{{)10 P (t) = pi;
limgo P';; (t) = Xker }ijgpik(f) Arj = Lker Dik Agj = 0.

Burada a;; gecis oranlari ve A = [aij] ile ifade edilir.

0 = —Apoo + t1P10 + K2P01

0 = —(A+u1)P10 + aApgo + U2P11
0 = —(A+u2)p10 + BAPoo + H1P11
0 = —(u1+u2)P11 + A(Po1 + P1o)

-1 ﬁl al —
A= py —@A+uy) - A

th B —(A+ ) A

- Ha I —(uq + 1z)

Yukaridaki denklem sisteminde ki ilk Gi¢ denklemi Cramer- metodu ile ¢6zelim:

ADoo = H1D10 T H2Do1

15



aApoo = (A+11)D10 — UzP11

BAPoo = (A+Uz)Po1 — U1P11

Buradan
A= pypp (24 + py+p2)
A1o= Apapoo (A + a(uy+u,))
Ao1= A1 Poo (A + B (uy+1,))
_ Ao
Po1 A
Doy = 1+ /3(#1"'#2)) p
ot Up (24 + py+1a3) 00
_ B
P1o A
pio = (A + a(p+uz)) »
10 (24 + py+u,) o0
bulunur.

Yi2xjpij =1, Vi, j €E. Baska birifadeile p,(k =0,1,2) sistemde k tane
musteri olmasi olasiligi olsun. Bu durumda py = Poo , P1 = Po1 + P10, P2 = P11

, 2kbr =1 olur.

_ A tu) (A A+ s + Bu)
Uitz (2A + py+pp)

P1 Poo
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B A
Uyt Uy

P2 P1

_ /12(/1 + au, + fuy) p
papy (22 + py+pp) ©O°

D2

Potpitp,=1

esitliginden
po = pipy (2A + py+pp)
O QA+ py ) + (A tiy) + A2+ auy + Biy)
b = A tp)(A + aps + fia)
U QA+ g tug) + (A ) + A2 (A + apy + Biy)
)LZ()L + au, + fuq)
P2

- Happ QA + py+pp) + (AQug+pz) + A2)(A + ap, + Biuy)

bulunur. Burada p, sistemin bos olmasi, p; kanallardan birisinin bos olmasi ve p,’de

sisteme gelen musterinin hizmet almadan ayrilmasi (kaybolmasi) olasihgidir.

Sistemdeki Ortalama Miisteri Sayisi

Sistemdeki musteri sayisi N ile gosterilirse ortalama musteri sayisi da E(N) olacaktir.
E(N) = Xi=o k Pk

_ Autp) A+ apy + Bua) + 22°(A+ ap, + Biy)
My QA + py+pp) + (AQug+pz) + A2)(A + ap, + Biuy)
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